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Toute action d'un groupe denombrable par homeomorphismes d'une variete unidimensionnelle 
(separee) est topologiquement conjuguee a une action par des homeomorphismes bilipschitziens. 
Ce resultat a l'air innocent a ete etabli dans [6] via une methode probabiliste pour des varietes 
compactes, mais une preuve plus simple et generale a ete donnee par B. Deroin dans [S]. II est 
^jr^ important de signaler que ceci est loin d'etre valable en dimension superieure meme pour des actions 

£3 ■ de Z, d'apres notamment [13] , 

Les resultats de cette Note sont inspires (entre autres) par le fait ci-dessus ainsi que par la 
question suivante : 

- Sous quelles conditions une action donnee peut-elle etre conjuguee en une action dont les genera- 
teurs deviennent aussi (Lipschitz ou C 1 ) proches de translations que Von veut ? Dans le cas oil de 
telles conjugaisons existent, peut-on les relier par un chemin continu de conjugues ? 

Voici un premier resultat dans le contexte lipschitzien qui nous sert de motivation pour la suite. 
Pour simplifier, nous designerons par X soit le cercle soit l'intervalle ferme, et nous ne considererons 
que des homeomorphismes de X qui respectent l'orientation. 

Theoreme A. Si V est un groupe de type fini et a croissance sous-exponentielle d'homeomorphismes 
de X, alors pour tout e > il existe des conjugues topologiques de V pour lesquels les generateurs 
(et leurs inverses) sont des homeomorphismes lipschitziens a des contantes de Lipschitz < e £ . 

Dans le cadre des diffeomorphismes de classe C , nous ne savons pas traiter en general les 
actions de groupes a croissance sous-exponentielle. Cependant, nous pouvons donner une reponse 
affirmative a nos questions pour les groupes nilpotents. Signalons d'une part que des constructions 
differentes d'actions de groupes (sans torsion et) nilpotents par diffeomorphismes de classe C 1 de 
l'intervalle (ainsi que des resultats de rigidite en classe C l+T ) sont donnees dans [U EJ HU [T7] , 
D'autre part, un exemple d'un groupe de diffeomorphismes a croissance sous-exponentielle et non 
virtuellement nilpotent est donne dans pj)]; pour cet exemple particulier, nos questions y sont deja 
repondues par l'afBrmatif. 

Theoreme B. Si T est un groupe nilpotent et de type fini de diffeomorphismes de classe C 1 de 
X, alors pour tout e > il existe des conjugues topologiques de T pour lesquels les generateurs (et 
leurs inverses) sont encore des diffeomorphismes de classe C 1 de X mais a derivee < e e partout. 

Rappelons que pour une action sur X, l'orbite d'une paire de points x < y est dite de type 
ressort s'il existe des elements /, g tels que 

x < f(x) < f(y) < g(x) < g(y) < y. (I) 

L'existence de telles orbites est une obstruction pour rapprocher (au sens de Lipschitz) des actions 
par des translations. En effet, les relations (pQ) sont stables par conjugaison topologique, et elles 
entrainent evidemment que l'un des elements doit contracter d'un facteur < 1/2 une partie de 
l'intervalle correspondant. Encore plus, ces orbites donnent lieu a de l'entropie positive pour Taction 
[TT] . D'un cote algebrique, les orbites de type ressort entrainent l'existence de semigroupes libres 
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(par une application directe du lemme du ping-pong de Klein dans sa version positive), done une 
croissance exponentielle pour le groupe. Ceci rend naturelle la question suivante : 

Question. L'absence d'orbites de type ressort pour une action par diffeomorphismes de classe C 1 
entraine-t-elle l'existence de conjugaisons topologiques de telle sorte que les generateurs deviennent 
aussi Lipschitz (C 1 ?) proches de translations que l'on veut ? 

Cette question se pose plus naturellement dans le contexte des pseudo-groupes d'homeomorphis- 
mes (done, pour des feuilletages de codimension 1). Dans ce cadre, une reponse par l'affirmatif 
donnerait une preuve alternative du resultat de [15] qui etablit la nullite de l'entropie geometrique 
de tout feuilletage de codimension 1, transversalement C 1 et sans feuille ressort. Signalons en 
passant qu'il existe des actions lipschitziennes a entropie positive et sans orbite ressort mais 
ces actions ne sont pas C 1 lissables [3]. 

Pour conclure, nous considerons une version parametree du Theoreme B. Ceci est etroitement 
lie a des problemes de deformation de feuilletages de codimension 1 (voir [8j)Q Dans cet esprit, dans 
[Zj, H. Eynard s'interesse aux representations de Z d dans Diff + ([0, 1]) et demontre la C 1 -connexite 
par arcs de l'espace des representations par diffeomorphismes de classe C 2 (voir la prepublication 
recente [I] pour la connexite par arcs en classe C°°). Le theoreme plus bas etend ce resultat 
en ce qui concerne le groupe qui agit, la regular ite des diffeomorphismes concernes et la variete 
unidimensionnelle sous-jacente. 

Theoreme C. L'espace des actions de tout groupe nilpotent de type fini par diffeomorphismes de 
classe C 1 soit de l'intervalle ferme soit du cercle est connexe par arcs. 

Avec un petit effort suplementaire dans la demonstration, ce theoreme (ainsi que le Theoreme 
B) s'etend aux extensions finies de groupes nilpotents. En dehors des groupes libres, nous ne con- 
naissons pas d'autres groupes (agissant fidelement et) pour lesquels il reste encore valablell Notons 
cependant que dans la preuve du Theoreme C, l'arc qui joint deux representations transite par une 
representation par des translations. Pour joindre une representation donnee a une representation 
par des translations, nous construisons un chemin explicite forme par des conjugues topologiques de 
la representation originelle. Neanmoins, ceci est evidemment impossible pour des actions de groupes 
libres en general (par exemple, une action de type Schottky sur le cercle ne peut jamais rapprocher 
-meme continument- aucune action par des rotations via des conjugaisons topologiques). 

Pour conclure cette Introduction, signalons qu'etant donnee la methode de demonstration du 
Theoreme C decrite plus haut, nous n'obtenons aucune information de connexite locale par arcs 
pour l'espace de representations. Ce probleme reste largement ouvert. 

I. Sur les actions de groupes a croissance sous-exponentielle. Pour la preuve du Theoreme 
A, nous suivons la methode de [5j. Fixons A := e _e < 1. Puisque V a une croissance sous- 
exponentielle, etant fixe un systeme fini de generateurs Q, il existe C = C £ g tel que le cardinal de 
la boule B{n) de rayon n correspondante est < C([\ + l]/2A) n . Considerons la mesure [i sur X 
definie par 

f,:=J2^ if) f*(Leb), 
/er 

1 Une autre motivation vient d'une vieille question de H. Rosenberg a propos de l'existence d'actions structurelle- 
ment stables de Z 2 par diffeomorphismes du cercle. A notre connaissance, cette question reste encore ouverte. 

2 Deux exemples interessants a traiter pour commencer ce sont le groupe de Grigorchuk-Machi [19] et le groupe de 
Baumslag-Solitar BS(1,2). Pour ce dernier groupe, les resultats de [3l 1121 [21] plus la discussion autour des orbites 
de type ressort plus haut impliquent que Taction triviale ne peut etre rapprochee par des conjugues topologiques 
d' aucune action fidele par diffeomorphismes de classe C . 
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ou £(f) designe la longueur de l'element / par rapport au systeme de generateurs choisi et Leb 
designe la mesure de Lebesgue sur X. Nous affirmons que p a une masse totale finie. En effet, si 
Ton designe par S(n) la sphere de rayon n dans T, alors 

p( x ) = YX n \S(n)\ <Y\»\B(n)\ <Cy( ±±±Y = ^- < oo. 



^ i y n - i v 'i - 2 J 1-A 

n>0 n>0 n>0 v 7 

De plus, puisque pour tout generateur g et tout / G F l'inegalite — ^(/)| < 1 a lieu, nous 

avons 

= J>*%/MLe&) < I^A^%/)»(Le6) = £ (2) 
fer fer 

La mesure p est de masse finie, a support totale et sans atome. Elle est done equivalente par 
conjugaison topologique a la mesure de Lebesgue a un facteur pres. Apres un changement de 
coordonees envoyant sur Leb, la relation ([2]) devient, pour tout intervalle I C X, 

\g-Hl)\=9,(Leb)(I)<^l = ^. 

Ceci entraine que dans ces nouvelles coordonnees, g~ l est lipschitzien de constante < 1/A. 

Remarque. Nous ignorons si dans le cas d'une action par homeomorphismes lipschitziens, le 
conjugant {i.e. le changement de coordonnees) ci-dessus peut toujours etre pris lipschitzien (voir 
|22j pour un resultat qui, d'apres le II. plus bas, pointe dans une direction plutot negative). En ce 
qui concerne les Theoremes B et C, la necessite de consider er des conjugaisons topologiques vient 
des points fixes hyperboliques, dont on ne peut pas se debarrasser par des conjugaisons lisses. 

II. Des rapprochements par des conjugaisons lisses via des equations cohomologiques. 

Un diffeomorphisme / du cercle (resp. de l'intervalle) est C^-proche de la rotation d'angle p(f) 
(resp. de l'identite) si et seulement si sa derivee est partout proche de 1. Done, pour obtenir des 
rapprochements via des conjugaisons par diffeomorphismes soit a une rotation soit a l'identite, nous 
devons chercher ip de telle sorte que 

| logfa o / o tp-^'l = | log(^) o (/ o ^-1) + log(/0 o (V9- 1 ) - log(^) o (y,- 1 )! 

soit partout petit. En d'autres termes, nous cherchons des solutions raprochees u = log(y/) de 
V equation cohomologique 

u - u o / = log /'. (3) 

II se trouve que d'apres [20], ces solutions raprochees existent non seulement pour un diffeomorphisme 
mais aussi pour des groupes nilpotents pourvu que certains exposants de Lyapunov associes soient 
tous nuls|l Dans notre contexte, cela se traduit par le point (ii) du lemme ci-dessous. 

Lemme (d'existence de solutions rapprochees). Soit V un sous-groupe nilpotent et de type 
fini de Diff^(X) engendre par une partie finie Q. Alors : 

(i) soit r admet des orbites finies, 

(ii) soit r n'admet pas de telles orbites mais il est topologiquement semi-conjugue a une action par 
des rotations. 

Dans le deuxieme cas, pour tout e > il existe une fonction continue u telle que pour tout f € Q 
l'inegalite \u — u o f — log /| < e est partout satisfaite. 



3 Pour le cas d'une seule application, ceci resulte d'une application directe du theoreme de Hahn-Banach lorsque 
la moyenne de log(/') est nulle par rapport a toute probabilite invariante. 
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Preuve. Pour des actions sur l'intervalle, on est bien sur toujours dans le cas (i). Pour des actions 
sur le cercle, la dichotomie entre (i) et (ii) s'applique plus generalement aux actions des groupes 
moyennables : voir [181 Lemma 4.1.2]. Dans le cas (ii), il existe une unique mesure de probabilite 
sur S 1 qui est supportee sur l'unique ensemble non vide compact invariant et minimal de Taction 
(cet ensemble K soit il coincide avec tout le cercle, soit il est homeomorphe a l'ensemble de Cantor). 
De plus, tout element ayant des points fixes doit fixer chaque point de K. 

D'apres [20], pour assurer l'existence de solutions rapprochees a notre equation cohomologique, 
nous devons montrer que pour toute mesure de probabilite fi invariante pour Taction et tout element 
g G T, nous avons 

log g'(x)dn(x) = 0. 



x 

Or, ceci est toujours valable dans le cas (ii). En effet, si g a un nombre de rotation irrationnel, 
on sait que la moyenne du logarithme de sa derivee est nulle par rapport a Tunique mesure de 
probabilite invariante (voir [14} Proposition I.I, Chapitre VI]). Si le nombre de rotation de g est 
rationnel, alors pour un certain N > 1 on a que g N fixe tous les points de K. En particulier, la 
derivee de g N est egale a 1 partout sur K = supp(/u), done 



0= / log(g N )'(x)dii{x) = V [ \ogg'{g l {x)) = N ! log g'(x)df,(x). 
Js 1 ~^ Js 1 Js 1 

Par suite, 

log g' (x)dfj,(x) = 0, 



tel que nous le voulions. 

Revenons au probleme du rapprochement par conjugaison dans le cas (ii) (Tautre cas sera traite 
plus tard). Pour chaque n > 1 et chaque s G [0, 1], posons 

V n +s ■ = (1 - S)u n + SU n+ i + C n+S , 

ou u n est une fonction partout verifiant 

\u n -u n o f - log /'I < - 
pour tout / G Q et C n+S est Tunique constante qui satisfait 



/ exp ((1 - s)u n + su n+ i) = exp(-C n+s ) 
Jx 



On verifie alors que x — > ex.p(v n+s ) definit un diffeomorphisme <p n + s de X qui varie continument 
par rapport au parametre. De plus, ip\ = Id, et en renversant des calculs precedents, on constante 
aisement que | log((/? n + s o / o ^ +s )'| converge uniformement vers zero lorsque n tends vers Tinfini 
pour tout / G Q, tel qu'on le souhaitait. 

Nous venons done de montrer que toute action verifiant la condition (ii) contient une representa- 
tion (non necessairement fidele !) par des rotations dans son adherence par conjugaisons C . De 
plus, cette representation est aboutie par un chemin continu de conjugues. 

Remarquons que les calculs precedents ne peuvent pas etre renverses de fagon a montrer par 
exemple que toute action libre par difieomorphismes du cercle est contenue dans Tadherence par con- 
jugaisons de la representation par des rotations correspondante. En effet, celui-ci est un probleme 
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qui ne se modele pas par des equations cohomologiques. D'ailleurs, nous ignorons si cela est tou- 
jours vrai. Signalons cependant que c'est le cas pour des actions de Z, d'apres un resultat recent de 
C. Bonatti et N. Guelman [2]. Pour le cas de l'intervalle, un resultat analogue a ete aussi recemment 
prouve par E. Farinelli |10j . 

III. A propos des solutions rapprochees. La preuve precedente est un peu obscure car elle 
fait appel a [20J. Pour la commodite du lecteur, nous esquisons l'argument pour T ~ Z, d , ce qui 
nous permettra de mieux expliquer notre methode dans le cas des orbites finies. 

Pour chaque n > 1, on considere la boule positive B + {n) de rayon n dans Z rf par rapport au 
systeme canonique des generateurs Q := {fx, . . . , fy}, c'est-a-dire l'ensemble B+(n) := {f^ 1 ■ ■ ■ f^ d : 
< ki < n, 1 < i < d}. On pose 

Mx) ■= nArr E lo S /'(*)• ( 4 ) 



\B+(n)\ 



/6B+(n) 



Nous avons 



u n (fi(x)) 



\B+(n) 



\B + (n) 



E **fW*)) 



/6B+(n) 



E W/0/i)'(x)-l0g/;( a 



feB+(n) 



log fi(x) + 



1 



B + {n) 



E Jog/'^). 



feB+{n)fi 

oil B + (n)fi := {^/i : 5 € S + (n)}. Done, la valeur de l'expression 

\u n (x) -u n (fi(x)) -log/-(x)| 

est inferieure ou egale a 



1 



n" 



E lo s ^'( x ) ~ E log 

feB+(n) feB+(n)fi 



n 



E t lo g(/r ■■■/?••■ c d )'(x) - M/r •••//'••• /r d )'(^)] 



0<m,j <n,jj^i 



rr 



£ - M/f )'(/r • • • /rr 1 /^ 1 • • • /r(*)) 



0<mj <n,j^£i 



ir 



E -iog//(/r---/r---/r d (^)) 

<mj<n 

= / log// d/i n ,a 



(5) 



ou a designe la mesure de probabilite 



1 +V ;l /£B+(n) 
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Notons que la commutativite (en non la simple moyennabilite) a ete utilisee pour obtenir les 
deuxieme et troisieme egalites plus haut. Or, si \i est un point d'accumulation d'une suite de 
mesures ii n ,x n -> alors pL est invariante par Taction de T, et Pintegrale en consideration pour x n := x 
converge vers J x log f- dfi. 

Le procede de moyenisation precedent est stable par extension centrale, et il s'applique done aux 
groupes nilpotents@ L'argument montre alors qu'une condition suffisante (at d'ailleurs necessaire) 
pour l'existence de solutions rapprochees pour notre equation cohomologique est la nullite de 
Pintegrale de chaque fonction log// par rapport a toute mesure de probabilite invariante. Cepen- 
dant, ce calcul montre aussi que si cette condition n'est pas satisfaite mais ces integrates sont 
petites en valeur absolue, alors on peut trouver des solutions a des erreurs petits. Nous enongons 
ceci comme un lemme, la preuve etant une adaptation facile des arguments de [20J que nous laisons 
au soin du lecteur. 

Lemme (d'existence de solutions erronees mais avec une erreur controlee). Soit F un 
groupe nilpotent engendre par une partie finie Q. Pour tout e > il existe 5 > qui satisfait la 
propriete suivante : si <£> : F — > Diffi.(X) est une representation telle que la valeur absolue de la 
moyenne de log < I ) (/) / par rapport a toute mesure de probabilite invariante par F est inferieure ou 
egale a 5 pour tout f € Q, alors il existe une fonction continue u partout satisfaisant Vinegalite 
\u — u o <£(/) — log &(f)'\ < £ pour tout generateur f £ Q. 

D'apres ce qui precede, pour conclure la preuve du Theoreme B dans le cas (i), nous devons 
identifier les probabilites invariantes de Paction et montrer que par conjugaison topologique on 
peut obtenir des conjugues C 1 dont les moyennes du logarithme de la derivee sont petites en valeur 
absolue. Bien sur, il suffit de considerer les mesures invariantes ergodiques, e'est-a-dire celles qui 
ne peuvent pas etre exprimees comme combinaison convexe non triviale de probabilites invariantes. 
Or, l'ensemble F forme par les elements de F avec des points fixes est un sous-groupe distingue 
(e'est le noyau de la fonction nombre de rotation, qui est dans ce cas un homomorphisme |18l 
Proposition 2.2.11]). Toute probabilite invariante doit etre supportee sur des points fixes par F, 
car le complementaire est forme par des points qui sont errants pour certains elements de F. En 
particulier, puisqu'il y a des orbites finies, toute probabilite invariante par F et ergodique est la 
moyenne sur une telle orbite. L'integrale de log f par rapport a une telle mesure n'est autre que 
la somme des logarithmes des multiplicateurs le long des orbites periodiques de / contenues dans 
son support. Nous avons ainsi reduit le probleme a trouver des conjugues de telle sorte que ces 
multiplicateurs deviennent des nombres compris entre e~ s et e s pour un 5 > donne, et ceci pour 
tout generateur / de F. 

IV. Applatissement des points hyperboliques. II existe des techniques bien connues pour 
rendre presque paraboliques des points periodiques hyperboliques dont nous pouvons nous en servir. 
Soit 5 > donne, et soit {xi, . . . , x^} = supp(;u) notre orbite finie. Fixons a > 0, et prenons 
ipa 6 Homeo_|_(S 1 ) de telle sorte qu'il soit un diffeomorphisme en dehors de {xx, . . . ,Xk} et pres de 
chaque xj il coincide avec 



Nous affirmons alors que chaque f a '■= ip a ° f ° ip a es * un diffeomorphisme de classe C ; de plus, 

4 D'une maniere surprenante, ce procede n'est pas toujours stable par extension finie [20] • Cependant, a l'aide 
de [201 Theoreme 2] et (d'une extension facile) de la proposition du V., on peut montrer que nos Theoremes B et 
C restent valables pour les extensions finies de groupes nilpotents. Nous ignorons si ceci est encore vrai pour des 
groupes virtuellement nilpotents en general. 
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si a est suffisamment grand, alors pour tout indice j et tout / £ Q, 

llog^aO/^O^- 1 )'^')! <S, 

ou iV > 1 est la periode des points periodiques de /. En effet, on constate d'abord que pour x 
proche de Xj, 

V> Q ° / ° ^-\x) = [f( Xj + (x- x 3 ) a ) - f( Xj )] 1/a + f( X:i ). 

Done, 

Wao/otf)'(i) = a(x - x^fixj + (x - Xj ) a ) - [f( Xj + (x- x.r) - f( Xj )} 



a 



ix-x i ) a - x f'{x j + {x-x j ) a ) 



f( Xj + (x 



[( 



f'fa + ix-Xj) *) 



f{Xj + {x-Xj) a )-f{Xj) 
(X - Xj) a 



±- 1 



Lorsque x tend vers Xj , cette expression converge vers 



--1 



ce qui demontre de maniere simultanee les deux proprietes annoncees. 

Nous pouvouns repeter cet argument avec chaque orbite finie contenant une orbite periodique 
d'un generateur de V dont le multiplicateur soit < e"* 5 ou > e s . Puisqu'il n'y a qu'un nombre fini 
de telles orbites, ceci permet enfin de conclure la preuve du Theoreme B. 

Remarque. Ci-dessus, on aurait pu conjuguer directement par un homeomorphisme qui est un 
diffeomorphisme loin des points de l'orbite concernee et dont le germe autour de ces points coincide 
avec celui de x — > exp(— l/x) a l'origine. En effet, ceci rend tangent a l'identite tout diffeomorphisme 
de classe C 1 qui preserve l'orbite. 

V. Sur la connexite par arcs. Dans la preuve du Theoreme B, Paction par des translations 
est aboutie par un chemin continu de representations lorsqu'il n'y a pas d'orbite finie. Ceci est 
toujours valable lorsqu'il y a des orbites finies mais les points periodiques des elements appartenant 
au support d'une probabilite invariante pour Paction sont tous paraboliques. En effet, la preuve 
du lemme du II. s'applique encore dans ce contexte. Meme si elle ne sera pas fondamentale dans 
la suite, la proposition suivante (et son corollaire) aide a mieux comprendre ce casJl 

Proposition (a propos des points periodiques hyperboliques). Si T est un groupe nilpo- 
tent de type fini de diffeomorphismes de classe C 1 de X, alors les deux conditions suivantes sont 
equivalentes : 

- les points periodiques des elements de T sont tous paraboliques, 

- les points periodiques des elements de T appartenant au support d'une mesure de probabilite 
invariante par T sont tous paraboliques. 

Preuve. Si la deuxieme condition est valable, nous sommes encore dans le cas ou il existe des 
solutions rapprochees a notre equation cohomologique. Or, l'existence de telles solutions entraine 
que les points periodiques des elements sont tous paraboliques. En effet, une inegalite (partout) du 
type 

\u- uo /-log f'\ <e 



5 On peut donner une preuve purement combinatoire de cette proposition, mais nous preferons de faire appel a 
[20] afin d'illustrer le type d'information contenue dans le resultat cohomologique la-dedans. 
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entraine 

\u-uo f N -\og(f N )'\ < Ne. 
En particulier, si f N (xo) = Xq, alors 

\\og(f N y(x )\<Ne. 

Done, si de telles fonctions u existent pour tout e > 0, nous avons necessairement (/ 7V )'(xo) = 1. 

Corollaire. Soit T un groupe nil-potent de type fini de diffeomorphismes de classe C 1 de X. Si 
f £ r admet un point periodique hyperbolique xq, alors I'orbite de xq par T est finie. 

Preuve. D'apres le lemme du I. et sa demonstration, T admet des orbites finies; de plus, le sous- 
ensemble T des elements de F ayant des points fixes est un sous-groupe distingue et d'indice fini. 
Si N est la periode de xo pour /, alors f N appartient a f. Supposons que xo ne soit pas fixe par 
r, et soient a, b les points fixes de T a gauche et a droite de xo- Alors la proposition precedente 
donne une contradiction lorsqu'on Papplique a Taction de T sur [a, b] apres conjugaison par un 
homeomorphisme qui applatit completement les derivees aux extremites (voir la remarque du IV.). 
Par suite, T fixe xo, et puisque T/T est fini cyclique, I'orbite de xo par T doit etre finie. 

Dans le cas oil on voit apparaitre des orbites periodiques hyperboliques, nous voudrions encore 
aboutir a une representation par des tranlations par un chemin forme par des conjugues topologiques 
de Paction originelle. Pour ce faire, on aimerait appliquer une methode semblable a celle du IV. 
en prenant une famille de diffeomorphimes tp a qui varie continument pour la topologie C 1 par 
rapport a a en dehors de telles orbites (ou du moins, en dehors des orbites avec un multiplicateur 
trop grand). En effet, les calculs precedents montrent alors que pour tout / € T, Papplication 
a — > f a est continue pour la topologie C 1 . Cependant, ce procede pourrait d priori faire exploser 
les derivees. Nous devrons done etre un peu plus soigneux, et pour cela il nous sera plus confortable 
de raisoner au niveau des equations cohomologiques tout en cherchant des solutions rapprochees 
non necessairement bornees au vosinage des extremites. 

Soit r un groupe nilpotent engendre par une partie finie Q. Etant donne e > 0, fixons le 
5 > donne par le lemme du III. D'apres le corollaire precedent, la reunion des orbites des points 
periodiques hyperboliques des generateurs a multiplicateur soit < e -5 soit > e 6 est un ensemble 
fini, disons {xi, . . . , x/J. Soit tp un homeomorphisme de X qui est un diffeomorphisme C 1 restreint 
a X \ {xi, . . . , Xfc} et fixe chaque point Xj de telle sorte que son germe autour d'un tel point coincide 
avec celui de x — > x a a Porigine. Pour a > assez large, les multiplicateurs sur ces points des 
conjugues par tp des generateurs sont tous compris entre e~ s et e 6 . Fixons un tel a et notons 
v := log(V ,/ )- Puisque Paction conjuguee par ip est une action par diffeomorphismes de classe C 1 
qui satisfait les hypotheses du lemme du III., il existe une solution e-rapprochee continue w de 
l'equation cohomologique associee a cette action, que Pon peut prendre comme etant le logarithme 
de la derivee d'un diffeomorphisme ip de classe C 1 de X. La fonction u := w o tp + v est alors une 
solution e-raprochee de l'equation cohomologique associee a Paction originelle. Meme si elle n'est 
pas continue (elle est non bornee au voisinage des points Xj), elle coincide sur X \ {xi, . . . ,x^} 
avec le logarithme de la derivee de <p := <p o ip, qui est homeomorphisme de X qui transforme par 
conjugaison Paction originelle en une autre action par diffeomorphismes de classe C 1 de X. 

Pour chaque e := 1/n prenons la fonction u := u n induite comme ci-dessus. Ces fonctions sont 
reliees par des chemins affines t — > (1 — t)u n + tu n+ \ =: u n +t- Nous affirmons que quitte a rajouter 
une constante C n +£, on peut supposer que n n +t := n n +t + C ra +j est le logarithme de la derivee d'un 
homeomorphisme (j) n +t de X. En effet, Pintegrale totale de la fonction exp(-u ra+t ) est finie : ceci 
decoule directement de la convexite de la fonction exponentielle en tenant compte que exp(n n ) et 
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exp(u n +i) sont toutes les deux d'integrale totale finie (egale a 1). On prend alors C n+ t comme 
etant l'exponentielle de l'inverse de cette integrale, on fixe xq G X et on definit 



Le logarithme de la derivee du conjugue par 4> n +t de / G T au point c/> _1 (:e) est egal a 

log /' (x) + u n+t of(x)- u n+t (x) = (1 - 1) [ log /' (x) +u n of (x) -u n (x)]+t[ log /' (x) + u n +x °f{x) — u n +i {x)] . 

II s'agit done une fonction continue, ce qui montre que Paction originelle conjuguee par 4> n +t est 
une action par diffeomorphismes de classe C . De plus, cette action varie continument par rapport 
au parametre t. Finalement, Pegalite ci-dessus montre que pour tout / G Q le logarithme de la 
derivee de 4> n +t ° f <t>n+t es * inferieur ou egal a 1/n partout. II s'en suit que le chemin d'actions 
conjuguees par (j) n+ t est continu pour la topologie C 1 et aboutit a l'infini en une representation par 
des translations, tel qu'on le desirait. 

Fin de la preuve du Theoreme C. Nous venons de montrer que toute representation est dans 
la meme composante connexe par arcs d'une representation par des translations. Ceci montre la 
connexite par arcs pour le cas des actions sur l'intervalle. Pour le cas du cercle, il nous reste a 
joindre deux representations par des rotations quelconques. Or, cela se fait tout simplement en 
faisant bouger les angles associes aux generateurs. 
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